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ВВЕДЕНИЕ 
 

Настоящее учебно-методическое пособие составлено в со-

ответствии с рабочей учебной программой курса «Дифференци-

альные  уравнения и  уравнения с частными производными» для 

обучающихся дневного и заочного отделения всех направлений 

подготовки бакалавров. В учебном пособии нашли краткое из-

ложение теория дифференциальных уравнений, методы их ре-

шения, а также варианты   домашних заданий (контрольной ра-

боты), как для студентов стационара, так и ОЗО. В пособие 

включены основные типы дифференциальных уравнений,  до-

пускающих точные решения. В целях более   глубокого изуче-

ния материала по дифференциальным уравнениям можно ис-

пользовать следующие учебники и учебные пособия. 

 

1. Егоров А.И Обыкновенные дифференциальные уравнения с 

приложениями. М.: Физматлит, 2003. 

2. Тихонов А.Н., Васильева А.Б., Свешников А.Г. Дифферен-

циальные уравнения. М.: Физматлит, 1980, 2002. 

3. Филиппов А.Ф. Сборник задач по дифференциальным урав-

нениям. М.: Наука, 1970. 

4. Зайцев В.Ф., Полянин А.Д. Обыкновенные дифференциаль-

ные  уравнения. М.: Физматлит, 2001. 

5. Дифференциальные уравнения и уравнения с частными 

производными: учебник. Матросов В.Л., Асланов Р.М., То-

пунов М.В.  ВЛАДОС. 2011. 

6. Дифференциальные уравнения: практикум / Л.А. Альсевич, 

С.А. Мазаник, Г.А. Расолько, Л.П. Черенкова. - Минск: 

Вышэйшая школа, 2012. 

7. Краснов М.Л., Киселев А.И., Макаренко Г.И. Обыкновен-

ные дифференциальные уравнения: Задачи и примеры с по-

дробными решениями. М.:  Едиториал УРСС, 2002.  

 

 

 

 

 

 

 

http://www.knigafund.ru/authors/26330
http://www.knigafund.ru/authors/26331
http://www.knigafund.ru/authors/26332
http://www.knigafund.ru/authors/26332
http://www.twirpx.com/file/675231/
http://www.twirpx.com/file/675231/
http://www.twirpx.com/file/675231/
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§1.  Основные понятия  теории дифференциальных 

уравнений 

 
1.1.  Задачи, приводящие к понятию дифференциального 

уравнения 

 

Во многих задачах математики требуется найти неизвест-

ную функцию, удовлетворяющую уравнению, связывающему 

эту функцию, ее производные и независимую переменную. Про-

стейшая такая задача встречается в  интегральном исчислении, 

где находят функцию по данной ее производной, то есть нахо-

дят функцию, удовлетворяющую уравнению. 

 

Пример 1. Найти y , если  3xy = . 

Решение. Из интегрального исчисления мы знаем, что урав-

нению 3xy = , удовлетворяет множество функций C
x

y +=
4

4

, где 

С - произвольная постоянная. 

Чтобы из этого множества выделить одну определенную 

функцию, нужно задать дополнительное условие. Например, 

найдем функцию, которая при 1=x  принимает значение 2=y , 

то есть ( ) 21 =y . Подставляя 1=x , 2=y  в формулу C
x

y +=
4

4

, полу-

чим C+=
4

1
2 . Отсюда 

4

7
=C . Следовательно, функция, удовле-

творяющая уравнению 3xy =  и условию ( ) 21 =y , имеет вид 

4

7

4

4

+=
x

y . 

 

Пример 2. Найти кривую, обладающую тем свойством, что 

отрезок  любой ее касательной, заключенной между осями ко-

ординат, делится  пополам в точке касания. 

Решение. Пусть ( )xfy =  - уравнение искомой кривой, 

( )yxM ,  - произвольная точка этой кривой, а АВ - касательная к 

кривой в точке М. Угол, образованный касательной с осью Оx, 

обозначим через  . Из дифференциального исчисления мы зна-

ем, что угловой коэффициент касательной к кривой равен: 
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( )
x

y
tg

AM

PM
tg

PA

PM
tgtgk −=−==−=   180,                     (1) 

и получаем уравнение  

x

y
y −=                                                                              (2) 

которое связывает неизвестную функцию, ее производную и не-

зависимую переменную. 

Проверкой можно убедиться, что уравнению (2) удовлетво-

ряет любая функция вида 
x

C
y = . Таким образом, мы получили 

семейство гипербол. Найдем гиперболу, которая проходит через 

точку M0 (2,3). Подставляя координаты точки в формулу 
x

C
y = , 

получим 
2

3
C

= , С = 6. Следовательно, уравнение гиперболы, 

проходящей через точку M0 (2,3), имеет вид:  
x

y
6

= . 

 

Пример 3. Груз, масса которого m, закреплен на верхнем 

конце вертикально расположенной пружины (рессоры). Его от-

клоняют от точки O  на некоторое расстояние, а затем отпуска-

ют. Определить закон движения груза, если сила, действующая 

на него со стороны пружины, пропорциональна сжатию (растя-

жению) пружины и направлена в сторону точки O  (точки, в ко-

торой находился верхний конец пружины, когда она была в сво-

бодном  состоянии). 

Решение. Если груз движется прямолинейно вдоль оси Ох, 

то согласно закону Ньютона 

               
=

=
n

k

kFam
1

,                                                   (3) 

где 2

2

dt

xd
a = - ускорение груза, ( )txx =  - искомый закон движения 

груза, ( )nkFk ,...,2,1=  - проекции сил на ось Ох, действующих на 

груз. 

В нашем случае на груз действуют две силы: imgF =1  - вес 

груза и  ( )icxF −=2  - сила, действующая со стороны пружины, 

где с - коэффициент жесткости пружины, i  - единичный вектор, 

направленный вдоль оси Ох. Проекции этих сил равны mgF =1 ; 
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cxF −=2 . Получаем уравнение mgcx
dt

xd
m +−=

2

2

, содержащее не-

известную функцию x и ее вторую производную. Проверкой 

можно убедиться, что уравнению 

gxk
dt

xd
=+ 2

2

2

,                                                         (4) 

где  
m

c
k =2

, удовлетворяет функция 221 sincos
k

g
ktcktcx ++= , где 

1c  и 2c  - произвольные постоянные. 

Действительно, подставим значение х в левую часть уравне-

ния (4): 

ggktkcktkcktkcktkcxk
dt

xd
=+++−−=+ sincossincos 2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

. 

Таким образом, функция 221 sincos
k

g
ktcktcx ++= , удовлетво-

ряет уравнению (4). 

Поскольку х зависит от двух произвольных постоянных, то 

для получения определенного закона движения нужно задать 

два дополнительных условия. Например, найдем закон движе-

ния груза, если в момент времени 0=t  его отклонили на вели-

чину х и придали ему скорость 0v . Тогда получим 

201210
k

g
xc

k

g
cx −=+= . Далее  gktkcktkc

dt

dx
=+−= cossin 21 , 

k

v
ckcv 0

220 == . 

Таким образом, искомый закон движения 

2

0

20 sincos
k

g
kt

k

v
kt

k

g
xx ++








−= . 

В каждой из рассмотренных задач мы получили для иско-

мой функции уравнение, которое содержит производную иско-

мой функции. 

 

 

1.2.  Основные определения 

 

Определение 1. Дифференциальным уравнением называет-

ся такое уравнение, которое связывает неизвестную функцию, 

ее производные и  независимую переменную. 
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Определение 2. Порядком дифференциального уравнения 

называется порядок наивысшей производной неизвестной 

функции, входящей в дифференциальное уравнение. 

Определение 3. Функция ( )xyy = , определенная на некото-

ром интервале ( )ba, , называется решением дифференциального 

уравнения, если после подстановки этой функции и ее произ-

водных в уравнение, оно обращается в тождество на всем ин-

тервале. 

В некоторых случаях решение ( )xyy =  дифференциального 

уравнения удается найти в виде неявной функции, заданной ра-

венством ( ) 0, =yx . В тех случаях, когда равенство ( ) 0, =yx , 

можно разрешить относительно у, мы получим решение уравне-

ния в виде ( )xyy = . Если же выразить у явно из равенства 

( ) 0, =yx , не удается, то решение оставляют в виде ( ) 0, =yx . 

Определение 4. Равенство ( ) 0, =yx , которое неявно опре-

деляет решение ( )xyy =  дифференциального уравнения, называ-

ется интегралом дифференциального уравнения. 

Определение 5. График решения дифференциального урав-

нения называется интегральной кривой этого уравнения. 

 

1.3.  Об интегрировании дифференциальных уравнений 

 

При интегрировании дифференциальных уравнений мы 

находим их решения, которые выражаются через элементарные 

функции и интегралы от них. Однако доказано, что во многих 

случаях решения дифференциальных уравнений, хотя и суще-

ствуют, но не выражаются в виде конечной  комбинации эле-

ментарных функций и интегралов от них. Например, решение 

уравнения 22 yxy +=  нельзя найти в таком виде. 

Для нахождения частных решений в таких случаях широко 

применяются различные численные методы, эффективность ко-

торых существенно возросла с развитием компьютерных техно-

логий. В настоящее время численные методы позволяют нахо-

дить решения дифференциальных уравнений практически с лю-

бой требуемой точностью. 

Отметим, что имеются справочники по дифференциальным 

уравнениям, в которых приведены решения большого числа 

встречающихся дифференциальных уравнений. 
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Задачи для самостоятельного решения: 

Составить дифференциальные уравнения данных семейств 

линий: 

1. 
xey = ;  

2. ( )3cxy −= ;  

3. ( )cxy += sin ;  

4. ycyx 222 =+ ;  

5. 32 xcxy =+ ;  

6. ( )2cxcy −= ;  

7. 
xbeaxy += 2
;  

8. ( ) 122
=+− byax ;  

9. byaxy +=ln .  

10. .2 cbyayx ++=  
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§2. Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

2.1.  Метод изоклин 

 

Дифференциальное уравнение ( )yxfy ,=  геометрически 

устанавливает связь между координатами точки и угловым ко-

эффициентом касательной, проведенной к интегральной кривой 

в этой точке, причем сама интегральная кривая нам неизвестна. 

Определение 1. Геометрическое место точек плоскости 
( )yx, , в которых наклон касательных к решениям уравнения 

( )yxfy ,=  один и тот же, называется изоклиной. 

Каждой точке ( )yx,  ставится в соответствие некоторое 

направление и мы получаем поле направлений. 

Уравнение изоклины имеет вид ( ) kyxf =, , где k = const. 

Чтобы приближенно построить решение уравнения ( )yxfy ,= , 

можно начертить достаточное число изоклин, а затем провести 

решение. 

 

Пример 1. Методом изоклин построить интегральные кри-

вые уравнения  2yxy −= . 

 
Решение. Изоклинами данного дифференциального уравне-

ния являются  линии, уравнения которых  kyx =− 2 .  

Для нескольких значений k , например, для ,2,1,0 =k   про-

ведем изоклины kyx =− 2 . Это - параболы. Каждую изоклину 

kyx =− 2 , пересечем короткими отрезками под углом  , ktg = , 

к оси Ох, не доходящими до других изоклин. Проведем инте-

гральные кривые, например, через точки ( ) ( ) ( ) ( );1,1;1,1;0,0;1,1 −−−  

согласуясь, как указано выше, с направлениями отрезков на 
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изоклинах. Полученный рисунок дает общее представление о 

решениях уравнения kyx =− 2 . 

 

Пример 2. Методом изоклин построить интегральные кри-

вые уравнения 22 yx
dx

dy
+= . 

Решение. Изоклинами этого дифференциального уравнения 

являются линии 222 kyx =+ . 

Построим изоклины и расставим стрелки, определяющие 

поле направлений. 
0=y , имеем х = у = 0 (начало координат); 

2

1
=y , 

2

122 =+ yx  (окружность радиусом 
2

1
 с центром в начале-

координат); 

2

1
=y , 122 =+ yx  (окружность радиусом 1). 

 
 

Чтобы начертить интегральную кривую уравнения, нужно 

взять  некоторую точку ( )0,0 yx  на плоскости и провести через 

нее кривую так, чтобы она в каждой точке имела направление 

поля. На рисунке проведены кривые через точки 

( ) ( ) ( )0,2;
2

1,0;0,0 − . Мы видим, что получается не одна кривая, а 

целое семейство кривых, зависящих от одного параметра. В ка-

честве параметра можно взять, например, отрезок, отсекаемый 

кривой на оси Оу. 
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2.2. Общее и частное решения дифференциального уравне-

ния первого порядка. Теорема существования 

и единственности решения задачи Коши 

 

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка 

( ) 0,, =yyxF                                                       (5) 

или в виде, разрешенном относительно у':      

( )yxfy ,=                                                      (6) 

где F - заданная непрерывная функция трех своих аргументов, f  

-  непрерывная заданная функция от  x,y. 

Определение 2. Функция  ( )cxyy ,= , где с - произвольная 

постоянная, называется общим решением дифференциального 

уравнения первого порядка, если при любом значении с функ-

ция ( )cxyy ,=  является решением дифференциального уравне-

ния. 

Определение 3. Равенство ( ) 0,, =cyx , которое неявно 

определяет общее решение ( )cxyy ,=  дифференциального 

уравнения, называется общим интегралом дифференциального 

уравнения. 

Если равенство ( ) 0,, =cyx  можно разрешить относительно 

у, то  получим общее решение в виде ( )cxyy ,= . 

Определение 4. Если в общем решении ( )cxyy ,=  произ-

вольной постоянной придать конкретное значение 0cc = , то по-

лученное решение ( )0,cxyy =  называется частным решением 

дифференциального уравнения. 

Определение 5. Нахождение решения ( )xyy = , удовлетво-

ряющего условию ( ) 00 yxy = , где  00 , yx  - заданные числа, назы-

вается задачей  Коши. 

Возникает вопрос, каким условиям должна удовлетворять 

функция f(x,y), чтобы уравнение ( )yxfy ,=  имело единственное 

решение задачи Коши. Ответ на этот вопрос дает теорема суще-

ствования и  единственности решения. 

Теорема. Если в некоторой области D изменения перемен-

ных х и у функция f(x,y) и ее частная производная yf   непрерыв-

ны, то для всякой точки ( )00, yx  области D существует един-

ственное решение ( )xyy = , уравнения ( )yxfy ,=  удовлетворя-
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ющее условию ( ) 00 yxy = . 

Геометрический смысл теоремы заключается в том, что че-

рез каждую точку области D проходит только одна интегральная 

кривая. 

 

 

2.3. Дифференциальные уравнения с разделяющимися             

переменными 

 

I. Рассмотрим дифференциальное уравнение вида 

( )xf
dx

dy
=                                                          (7) 

не содержащее (явно) искомую функцию. Запишем его с помо-

щью  дифференциалов 
( )dxxfdy =                                                            (8) 

Откуда на основании интегрального исчисления получаем 

( ) Cdxxfy +=                                                     (9) 

Получим общее решение уравнения (7). Задаваясь началь-

ными  условиями ( )00, yx  определим частное решение этого урав-

нения. Аналогично решаются уравнения первого порядка, не 

содержащие явно независимого переменного 

( )yf
dx

dy
=                                                             (10) 

( )yf

dy
dx =  , при ( ) 0yf  

( )
C

yf

dy
x +=                                                               (11) 

Решения, записанные в виде (9), (11), называются решения-

ми в квадратурах. После вычисления интегралов получаем об-

щее решение. 

 

Пример 3. Найти решение дифференциального уравнения 

21

1

x
y

−
= ,  удовлетворяющее условию ( )

2
0


=y . 

Решение. Найдем сначала общее решение 

.arcsin
111

1

222
CxyC

x

dx
y

x

dx
dy

xdx

dy
+=+

−
=

−
=

−
=    

Далее найдем решение, удовлетворяющее начальному условию 
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( )
2

0


=y ;  
2

0arcsin
2


=+= CC . Получаем решение, удовлетво-

ряющее заданному начальному условию  
2

arcsin


+= xy . 

 

Пример 4. Найти решение уравнения 
ydx

dy 1
= , удовлетво-

ряющее условию ( ) 10 =y . 

Решение. Найдем сначала общее решение 

CyxCdyyxdxdyy +=+==  2
3

3

2
. Найдем далее решение,               

удовлетворяющее начальному условию ( ) 10 =y . 

3

2

3

2
,

3

2

3

2
0 2

3

−=−=+= yxCC . 

II. Дифференциальное уравнение вида 

( ) ( )yxf
dx

dy
=                                                  (12) 

в котором правая часть есть произведение функции, зависящей 

только от x , на функцию только от y , интегрируется следую-

щим образом: мы "разделяем переменные", то есть при помощи 

умножения и деления приводим уравнение к такой форме, что-

бы в одну часть входила только функция от х и дифференциала 

dx, а в другую часть - функция от у и dy. 

В уравнении (12) надо обе части уравнения умножить на dx 

и  разделить на ( )y . Получаем 

( )
( )dxxf

y

dy
=


                                                  (13) 

Если дифференциалы равны, то их неопределенные интегралы 

могут различаться только постоянным слагаемым 

( )
( ) Cdxxf

y

dy
+= 

                                             (14) 

Если уравнение задано в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) 0=+ dyyQxPdxyNxM                            (15) 

достаточно разделить обе части на ( ) ( )xPyN : 

( )
( )

( )
( )

0=+ dy
yN

yQ
dx

xP

xM
. 
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Откуда получаем общий интеграл 
( )
( )

( )
( )

Cdy
yN

yQ
dx

xP

xM
=+  . 

 

Пример 5. Найти общий интеграл дифференциального 

уравнения 0=+ ydyxdx . 

Решение. Разрешим уравнение относительно производной 

y

x

dx

dy
−=  - уравнение с разделяющимися переменными. 

CyxC
xy

Cxdxydyxdxydy 2
22

22
22

=++−=+−=−=  . Получили се-

мейство окружностей с центром в начале координат и радиусом 

Cr 2= . Итак, 
222 ryx =+  - общий интеграл уравнения. 

 

Пример 6. Найти общее решение дифференциального урав-

нения  
x

y

dx

dy
−= . 

Решение.  

СC
x

C
y

x

C
y

CxyC
x

dx

y

dy

x

dx

y

dy

===

+−=+−=−= 

1
11

1

ln,lnln

lnlnln,

 

Ответ: .1

x

C
y =  

 

Пример 7. Найти решение дифференциального уравнения 
0=+ dyctgxdxy ,удовлетворяющее начальному условию 

1
3

−=







y .  

Решение.  .lnlncosln00 Cyx
y

dy

ctgx

dx
dyctgxdxy =+−=+=+  

Потенцируем: xCyC
x

y
cos

cos
==  - общее решение. Найдем С 

из начальных условий .2

2
1

1

3
cos

3
−=−==








CCy


 xy cos2−=  - 

частное решение, удовлетворяющее заданному начальному 

условию. 

Ответ: .cos2 xy −=  
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2.4. Однородные дифференциальные уравнения  

и уравнения, приводящиеся к ним 

 

I. Однородным уравнением называется такое уравнение, в 

котором  правая часть является функцией от отношения аргу-

ментов, то есть                                     









=

x

y
y                                                              (16) 

а также уравнение вида 
( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM                                 (17) 

где М(х,у), N(x,y) являются однородными функциями одного из-

мерения. По определению, f(x,y) есть однородная функция n-го 

измерения, если выполняется тождество 

( ) ( )yxfttytxf n ,, =                                       (18) 

При п = 0 имеем 

( ) ( )yxftytxf ,, =                                             (19) 

В уравнении (16) 








x

y
 является однородной функцией нулевого                  

измерения. Если ввести новую переменную 
x

y
u = , то уравнение 

(16) упрощается и приводится к уравнению с разделяющимися 

переменными: xuy = . 

Найдем
dx

du
xuy +=  и подставим в уравнение (16) ( )u

dx

du
xu =+  

или ( )( )dxuuxdu −=  .   

Переменные разделяются, если обе части разделить на 

( )( )uux − ,  

( ) x

dx

uu

du
=

−
.  

Интегрируя, получим 

( )
Cx

uu

du
+=

− ln


                                                (20) 

Если в этом выражении заменить u  его значением 
x

y
, то полу-

чим интеграл уравнения (16). 
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Замечание 1. При решении конкретных однородных урав-

нений не обязательно приводить их к виду (16). Достаточно 

убедиться в том, что уравнение принадлежит к рассматривае-

мому типу, и непосредственно применить подстановку (19). 

Пользоваться готовой формулой (20) тоже нецелесообразно. 

Замечание 2.   Если ( )( ) 0−uu , то уравнение имеет вид 

x

y

dx

dy
−=  

и интегрируется разделением переменных. Его общее решение 

имеет вид Cxy = . Если ( ) uu −  обращается в нуль при значении 

0uu = , то кроме  решений, даваемых формулой (20), существует 

также решение 0uu = , или xuy 0=  (прямая, проходящая через 

начало координат). 

 

Пример 8. Найти общий интеграл дифференциального 

уравнения 22

2

yx

xy

dx

dy

−
= . 

Решение. Данное уравнение однородное, так как 

( )
22

2
,

yx

xy
yxf

−
=  является однородной функцией нулевого измере-

ния. Действительно, 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 22222

2

22

222
,

yx

xy

yxt

xyt

tytx

tytx
tytxf

−
=

−


=

−


= , 

то есть ( ) ( )tytxfyxf ,, = . 

Делаем подстановку у = их, 
dx

du
xu

dx

dy
+= , и уравнение принимает 

вид: 

21

2

u

u

dx

du
xu

−
=+ ,  или  2

3

1 u

uu

dx

du
x

−

+
= . 

Получили уравнение с разделяющимися переменными  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

.ln
1

1
,

1

1
,

1

1

1
2

2

2

2

2

2

C
x

dx
du

uu

u

x

dx
du

uu

u

xu

uu

dx

du
+=

+

−
=

+

−


−

+
=   

Вычисляем интеграл в левой части, разлагая дробно-

рациональную функцию на элементарные дроби  

( )
( )

,
11

1
22

2

u

CuB

u

A

uu

u

+

+
+=

+

−
 

откуда следует, что ,2,0,1 −=== CBA  (проверить). Интегрируя 
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обе части уравнения, получаем  Cxuu lnln1lnln 2 =−+−  

или  ( ) ( )
C

xu

u
C

xu

u
=

+
=

+ 22 1
ln

1
ln . Подставляя значение 

x

y
u =  и              

освобождаясь от знаменателя, находим ,1

22 yCyx =+   где  
C

C
1

1 = . 

Получили семейство кругов, касающихся оси Ох  в начале коор-

динат. Кроме того, решением является прямая  у = 0. 

 

Пример 9. Проинтегрировать уравнение 

( ) .0222 =−+ xydydxyx   

Решение. Разрешим уравнение относительно 
dx

dy
. 

xy

yx

dx

dy

2

22 +
=   или  

x

y

x

y

dx

dy

2

1

2









+

=  - однородное уравнение.  

Положим  uuxyuxyu
x

y
+=== ,, . Тогда 

xu

u
u

u

u
ux

u

u
uux

1

2

1

2

1

2

1 222


−

=
−

=
+

=+  - уравнение с разделяю-

щимися переменными: 
x

dx

u

duu
=

− 21

2
. Интегрируя, получаем: 

Cxu lnln1ln 2 −=−− . Потенцируя, имеем: ( ) Cux =− 21 . Подстав-

ляя u
x

y
= , получаем  CxyxC

x

y
x =−=








− 22

2

2

1  - общий интеграл.   

Ответ: Cxyx =− 22
. 

 

II. Рассмотрим уравнение 
222

111

cybxa

cybxa
y

++

++
=  не являющееся 

однородным. Пусть, по крайней мере, одно из чисел  1c ,  или 2c  

не равно нулю. Тогда, если определитель: 0
22

11
=

ba

ba
, то урав-

нение можно привести к однородному путем введения новых 

переменных YX ,  по  формулам: 00, yYyxXx +=+= , где 0x  И 0y  

выбираются так, чтобы в новых  переменных уравнение стало 

однородным. 
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Действительно, так как dYdydXdx == , , то 
dX

dY
y = . Подстав-

ляя 00, yYyxXx +=+= , 
dX

dY
y =  в данное уравнение, получим 

( )
( )2020222

1010111

cybxaYbXa

cybxaYbXa

dX

dY

++++

++++
=

 
Для определения 0x , 0y  получаем два уравнения 





=++

=++

0

,0

20202

10101

cybxa

cybxa
 

Так как определитель системы 0
22

11
=

ba

ba
, то система имеет 

единственное решение. В результате получаем уравнение, одно-

родное относительно    новых переменных 

YbXa

YbXa

dX

dY

22

11

+

+
=

. 

 

Пример 10. Найти общий интеграл уравнения .
3

1

−+

+−
=

yx

yx
y  

Решение.  Вычислим  определитель: .02
11

11
=

−
=  

Поскольку 0 , то данное уравнение можно свести к одно-

родному. Для этого вводим новые перемен-

ные: ., 00 yYyxXx +=+=
  
Тогда dYdydXdx == , , и 

dX

dY
y =  и урав-

нение принимает вид:  

.
3

1

−+

+−
=

yx

yx
y  

Выберем 0x , 0y  таким образом, чтобы выражения в скобках 

обратились в нуль. Решая эту систему, получаем 10 =x , 20 =y . 

Исходное уравнение принимает вид 

YX

YX

dX

dY

+

−
=  . 

Это уравнение является однородным. Решаем его: 

., uXu
dX

dY
uXYu

X

Y
+===  

Подставим в уравнение Y  и 
dX

dY
; 

u

u
uXu

+

−
=+

1

1
. Отсюда: 
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u

uu
uX

u

u
uXu

+

−+
−=

+

−
=+

1

12

1

1 2

. 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Полагая, 

что 0122 −+ uu , разделим переменные 

du
uu

u

X

dX

12

1
2 −+

+
−= . 

Общий интеграл этого уравнения  

.0,ln
12

1
112
+

−+

+
−=  CCdu

uu

u

X

dX
 

Вычислив интегралы, будем иметь  

1

2 ln12ln
2

1
ln CuuX +−+−= . 

Потенцируя, получаем: 
122

1

−+
=

uu

C
X . Подставляя вместо 

X

Y
u = ,  

получим  

12

2

1

−







+









=

X

Y

X

Y

C
X . 

Переходя к старым переменным, получим общий интеграл ис-

ходного уравнения 

( )

1
1

2
2

1

2
1

2

1

−








−

−
+









−

−
=−

x

y

x

y

C
x . 

III. Рассмотрим теперь случай, когда в уравнении 

222

111

cybxa

cybxa
y

++

++
= , определитель ;0

22

11
==

ba

ba
а  .

2

1

2

1

a

a

c

c
  

В этом случае 1212 , bbaa  == , поэтому уравнение можно 

записать в виде  
( ) 211

111

cybxa

cybxa
y

++

++
=


. Такое уравнение сводится к 

уравнению с разделяющимися переменными путем замены:  

ybxaz 11 += . 

 

Пример 11. Найти общий интеграл уравнения 

.
322

2

+−−

−+
=

yx

yx
y  

Решение. Вычислим  определитель: .0
22

11
=

−−
=  Уравне-
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ние преобразуется к виду:  
( )
( )

.
32

2

++−

−+
=

yx

yx
y  

Вводим новую функцию: .1, −=−=+= zyxzyyxz  Под-

ставляем в уравнение 
32

2
1

+−

−
=−

z

z
z . Отсюда, 

32

1

+−

+−
=

z

z
z . Полу-

ченное уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными: dz
z

z
dx

1

32

+

+
= .  Общий интеграл этого уравнения: 

.ln1ln2 Czzx +−−=  

Потенцируя обе части общего интеграла, получаем: 
1

2

−
=

z

Ce
e

z
x

. 

Запишем это выражение в виде: ( ) zx Ceze 21 =− . Подставив сюда 

yxz += , и сократив на ,0ze  получим: yxCeyx 21 +=−+  - общий 

интеграл исходного уравнения, где C - произвольная постоян-

ная. 

Задачи для самостоятельного решения: 

С помощью изоклин начертить (приближенно) решения 

данных уравнений: 

11. yxy += ; 

12. 2xyy −= ; 

13. ( ) 32 +=+ xyy ; 

14. 1
2

22

−
+

=
yx

y  ; 

15. ( ) xyyy −=+12
 

16. 0=+ xyy ; 

17. yyx 2= ; 

18. 0=+ yyx ; 

19. ( )2yxyy −=+ ; 

20. 
yexy −= ; 

21. ( ) 1=+ xyy . 

Найти решения дифференциальных уравнений, удовлетво-

ряющие заданным условиям: 

22. ( ) ;10,
3 2 == yxy   

23. ( ) ;21,
3

== y
x

y  

24. ( ) ;00,2 == yey x
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25. ;1
2

,
sin

1
2

=







=


y

x
y  

26. ;0
3

,cos3 =







=


yxy  

27.   ( ) ;
8

2,
4

1
2


=

+
= y

x
y  

28. ( ) ;01,
1

2
== y

x
y  

29.    ( ) ;42, =−= yyy  

30.   ( ) ;11,
1

2
== y

y
y  

31.   ( ) .10,3 == yyy  
Решить данные уравнения. Найти также решения, удовле-

творяющие начальным условиям (в тех задачах, где указаны 
начальные условия): 

32.     ;02cossin =+ ydyxdx  

33.  0
41 22

=
+

+
− y

dy

x

dx
; 

34.   0
2

=+ tgydydxxex
; 

35.    ( ) ;31,0
1 2

==
+

+ y
y

dy

x

dx
 

36.   ( ) ;
4

0,0
cos2


==+ y

y

dy
dxx  

37. ( ) ( ) ;021
23

=−−+ dxydyx  

38. 0sinsecsec2 =+ ydyctgxydxx ; 

39. ( ) ;0
3

=−+ yyxxy  

40. ( ) ;1,lncos2 == yyxyy  

41. ( ) ( ) ;011 22 =+++ dyxydxyx  

42. ( ) 01
2

=++ dyydxyxe x
; 

43. ( ) ( ) ;00,01 2 ==++ ydyedxyx x   

44. ;0
3

1
3 2 =− dydxy  

45. ;2
4

,2cos2 =







=


yxyy  

46. ;10 yxy +=  

47. 0
11 3

2

2
=

+
+

+ y

dyy

x

xdx
; 
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48. ;0
coscos 22

=+
y

dytgx

x

dxtgy
 

49. ( ) ;0
cos

13
2

=−+
y

dy
edxtgye xx

 

50. ;2432 22 dxxyydyxydyxdx −=+  

51.  ;cos2 xyy =  

52. ( ) ( ) ;10,021 2 ==−+ yxydydxy   

53. ( ) ;01,
1

=
+

= y
x

y
y  

54. ( ) ( ) ;10,1 ==+ yeyye xx
 

55. ( ) ;10,2 −==+ yyctgxy  

56. ( ) ;02,33 2 == yyy  

57. ( ) ;
2

11,2 ==+ yyyyx  

58. ;22 22 =+ yyyx  

59. ;22 xyxyy =−  

60. ;12 xydydxy =+  

61. ( ).cos xyy −=  

Уравнения вида ( )ybaxfy +=  приводятся к уравнениям с 

разделяющимися переменными заменой ybaxz +=  (или 
cybaxz ++= , где с - любое число). Решить уравнения: 

62.   ;
yx

y
y

+
=  

63.    ( ) ;0lnln1 =−+= dxxyyxdy   

64.    ;
52

42

+−

−+−
=

yx

yx
y  

65.    ;
564

132

−+

−+
−=

yx

yx
y  

66.    ;22 yxyyxy =+  

67.    ( ) ;222 xyyxy =+  

68.    ;ln
x

y
xyyx =−  

69.    ;x

y

xeyyx −=  

70.    ( ) ;ln
x

xy
yxyyx

+
+=−  

71.    .22 yyxyx +−=  
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§3. Линейные  дифференциальные уравнения 

первого порядка. Уравнения Бернулли 
 

Определение 1. Линейным дифференциальным уравнением 

первого порядка называется дифференциальное уравнение вида:                    

( ) ( )xQyxPy =+                                                       (21) 

где ( )xP , ( )xQ  - функции, непрерывные на заданном интервале 

( )ba , . 

Замечание. Некоторые уравнения становятся линейными, 

если в них поменять ролями функцию и аргумент. 

 

 

3.1.  Метод Бернулли решения линейных уравнений 

 

По методу Бернулли решение линейного уравнения ищется 

в виде: ( ) ( )xvxuy = , где ( )xu , ( )xv  - неизвестные функции. 

Найдем ( ) ( ) ( ) ( )xvxuxvxuy +=  и подставим в уравнение (21): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQxvxuxPxvxuxvxu =++ . Далее сгруппируем второй 

и третий члены этого уравнения и вынесем за скобки ( )xu : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )xQxvxPxvxuxvxu =++                       (22) 

Выберем теперь функцию ( )xv  так, чтобы выражение в квадрат-

ных скобках обратилось в нуль, то есть ( )xv  находим из уравне-

ния:  

( ) ( ) ( ) 0=+ xvxPxv                                                       (23) 

Решаем это уравнение:
( )

( ) ( ) 0=+ xvxP
dx

xdv
. Это уравнение с 

разделяющимися переменными: 
( )
( )

( )dxxP
xv

xdv
−= , 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ;lnln CdxxPxvdxxP
xv

xdv
+−=−=   

потенцируя обе части, получим: ( )
( )

,=
− dxxP

Cexv  получили це-

лое семейство функций. Выберем из этого семейства, ту функ-

цию, которая  получается при 1=C , ( )
( )

.=
− dxxP

exv   

Для нахождения ( )xu подставим найденное ( )xv  в уравнение 

(22), получим: ( )
( )

( ).xQexu
dxxP

=
−

 Решаем это уравнение: 
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( )
( )

,CdxexQu
dxxP

+=   где C  - произвольная постоянная. Под-

ставляя ( )xu и ( )xv  в ( ) ( )xvxuy = , получим решение 

 

( )
( ) ( )







+=

−


dxxPdxxP

eCdxexQy                        (24) 

Отметим, что при решении конкретных уравнений нецелесооб-

разно пользоваться громоздкой и трудно запоминаемой форму-

лой (24), а проще усвоить изложенный способ нахождения об-

щего решения линейного уравнения и применять его в каждом 

конкретном случае. 

 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального урав-

нения:  

 .2x
x

y

dx

dy
=−  

Решение. Данное уравнение является линейным. Решение 

ищем в виде vuy = . Найдем vuvuy += . Подставим y  и y  в 

данное уравнение .2x
x

uv
vuvu =−+  Преобразуем это уравнение к 

виду  

.2x
x

v
vuvu =








−+                                      (25) 

Найдем функцию v  так, чтобы выражение в скобках обра-

тилось в нуль. 
x

v

dx

dv

x

v
v ==− 0 . Получили уравнение с разде-

ляющимися переменными: 
x

dx

dv

dv
= . 

Общий интеграл этого уравнения:  

( ) .lnln Cxxv =  

Нам нужно найти одну какую-либо функцию v , положим 
.,1 xvC ==  Подставляем ,xv =  в уравнение (25):   

.
2

2
2 C

x
uxdxduxux +===  Окончательно, подставим найденные 

u  и v , в vuy = , и получим общее решение: 

.
2

2









+= C

x
xy  
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Пример 2. Найти общее решение дифференциального урав-

нения: 
2

2 xexxyy =− . 

Решение. Данное уравнение является линейным дифферен-

циальным уравнением. Общее решение ищем в виде vuy = . 

Найдем. vuvuy += . Подставляем y  и y  в данное уравнение, 

получаем:                

 
2

2 xexxvvuvu =−+                                 (26) 

Найдем функцию v  так, чтобы выражение в скобках обра-

тилось в нуль  .202 xv
dx

dv
xvv ==−  Разделяем переменные 

.ln22
22 xevxvxdx

v

dv
xdx

v

dv
====   

Подставляем 
2xev = в уравнение (26): 

.
3

2
2

3
22

Cxux
dx

du
exeu xx +===  

Подставляя найденные значения u  и v , в vuy = , получим об-

щее   решение данного уравнения:  

.
3

2 2
2

3

xeCxy 












+=  

 

Пример 3. Найти решение дифференциального уравнения 

( ) 22 121 xxyyx +=−+ , удовлетворяющее условию ( ) 01 =y . 

Решение. Разделим обе части данного уравнения на ( )21 x+ , 

1
1

2
2

=
+

− y
x

x
y . Общее решение этого уравнения ищем в виде 

vuy = , тогда vuvuy += . Подставляем y  и y  в данное уравне-

ние и преобразуем его:  

1
1

2
2

=








+
−+ v

x

x
vuvu                               (27) 

Далее найдем v  так, чтобы выражение в скобках обрати-

лось в нуль:  

222 1

2

1

2
0

1

2

x

xdx

v

dv

x

xv

dx

dv
v

x

x
v

+
=

+
==

+
− ; 

22

2
11lnln

1
2 xvxvdx

x

x

v

dv
+=+=

+
=  . 

Подставляя 
21 xv +=  в уравнение (27), получим 
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 ( ) .
11

1
11

22

2 Carctgxu
x

dx
du

xdx

du
xu +=

+
=

+
==+  

Подставляя найденные u  и v , в vuy = , получим общее решение 

данного уравнения: 

( )( )21 xCarctgxy ++= . 

Найдем теперь решение, удовлетворяющее начальному 

условию ( ) 01 =y . Подставляем  1,0 == yx  в общее решение 

( )
44

20,120


−=







+=+= CCCarctg . 

Следовательно, решение уравнения, удовлетворяющее 

начальному  условию ( ) 01 =y , имеет вид:  

( )21
4

xarctgxy +







−=


. 

 

3.2. Метод  вариации произвольной  постоянной  

решения линейных уравнений 

 

Метод вариации произвольной постоянной решения линей-

ного неоднородного уравнения 
( ) ( )xQyxPy =+  

состоит в следующем. 

Сначала ищется решение однородного уравнения, соответ-

ствующего линейному уравнению: 

( ) 0=+ yxPy . 

Затем в общем решении однородного уравнения постоян-

ную С считают некоторой дифференцируемой функцией от x : С 

= С(х). Эту функцию находят из дифференциального уравнения 

с разделяющимися переменными, которое получается в резуль-

тате подстановки общего решения однородного уравнения в не-

однородное уравнение. 

 

Пример 4. Решить уравнение 
x

ytgxy
cos

1
=+ . 

Решение. Сначала находим общее решение однородного 

уравнения, соответствующего данному: 0=+ ytgxy . 

Разделяем переменные и после интегрирования находим 
xCy cos= , где C - произвольная постоянная. 

Для получения всех решений исходного уравнения считаем 
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С = С(х) и требуем, чтобы функция ( ) xxCy cos= , удовлетворяла 

ему. Для этого находим   у'  и подставляем  у, у'  в данное урав-

нение: 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
cos

1
cossincos

,sincoscos

x
xtgxxCxxCxxC

xxCxxCxxCy

=+−

−=


=

 

откуда, после сокращений, ( )
x

xC
2cos

1
= . Отсюда находим 

( ) 0CtgxxC += , где 0C  - новая  произвольная постоянная. Подста-

вив значение ( )xC  в равенство ( ) xxCy cos= , окончательно полу-

чим: 
( ) ( ) xCxxCtgxxxCy cossincoscos 00 +=+== . 

Замечание. Для новой произвольной постоянной можно ис-

пользовать старое обозначение С. Таким образом, в рассмотрен-

ном примере  xCxy cossin += , есть общее решение, а С - произ-

вольная постоянная. 

 

Пример 5. Решить уравнение ( ) yxyx 2412 +=+ . 

Решение.  Решаем соответствующее однородное уравнение 
( ) yyx 212 =+  . 

Его общее решение имеет вид ( )12 += xCy . Применим метод ва-

риации произвольной постоянной. Имеем ( )( )12 += xxCy , нахо-

дим у' и подставляем y  и у' в исходное уравнение:  

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) xxCxxxCxxxCxxC 412122412212
2

=+++=+++ . 

Отсюда находим: 

( )
( ) 002

12

1
12ln

12
4 C

x
xC

x

xdx
xC +

+
++=+

+
=  . 

Таким образом, получаем: ( )( ) .112ln12 ++++= Cxxy  

 

 

3.3.  Уравнения Бернулли 

 

Определение 2. Уравнением Бернулли называется уравне-

ние вида  ( ) ( ) nyxQyxPy =+ ,  n = const,  где Р(х), Q(x) - непрерыв-

ные функции на заданном интервале ( )ba , . 

Заметим, что при 0=n , 1=n , мы получаем линейные урав-

нения. Уравнение Бернулли можно привести к линейному с по-
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мощью введения новой переменной. Разделим обе части урав-

нения Бернулли на ( )0yyn : ( ) ( )xQ
y

xPy
y nn

=+
−1

11
 и введем но-

вую переменную z  по формуле: 1

1
−

=
ny

z . Тогда, y
y

n
z

n


−
=

1
.  

Уравнение Бернулли принимает вид:  ( ) ( )xQzxPz
n

=+
−1

1
, 

или ( ) ( ) ( ) ( )xQnzxPnz −=−+ 11 . Относительно z    получили ли-

нейное уравнение. Если найти общее решение этого уравнения и 

вместо z  подставить nyz −= 1 , то получим общий интеграл урав-

нения Бернулли. Если 0n , то уравнение Бернулли имеет еще 

решение 0=y . 

Замечание. Уравнение Бернулли можно решать так же, как 

и линейное дифференциальное уравнение, то есть искать его 

решение в виде vuy = . 

 

Пример 6. Найти множество всех решений уравнения        

.0,
22

2

=


− x
y

x

x

y
y  

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли. 

В данном случае 1−=n . Решение ищем в виде vuy = . Найдем y  

и подставим y  и y  в данное уравнение: vuvuy += , 

uv

x

x

uv
vuvu

2

2
=−+ . 

Преобразуем уравнение  

uv

x

x

v
vuvu

2

2
=








−+                              (28) 

и найдем v , так, чтобы выражение в скобках обратилось в нуль:  

.ln
2

1
ln

2

1
0

2
xvxv

x

dx

v

dv

x

v
v ====−   

Подставляя xv =  в уравнение (28), получим:  

.2;
242

2

1

2
2

1

22

22

CCC
x

uC
xu

xdx
udu

xu

x
x

dx

du

uv

x
vu

=+=+=

===

 

Отсюда, C
x

u +=
2

2

. Подставляя u  и v , в vuy = , получим 
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Cx
x

y +=
2

3

. 

 

Пример 7. Найти решение уравнения 
y

x

x

y
y =−

4
, удовле-

творяющее начальному условию ( ) 11 =y . 

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернул-

ли, при этом 
2

1
=n . Ищем решение в виде vuy = . Находим у' и 

подставляем y  и vuvuy +=  в данное уравнение 

uvx
x

uv
vuvu =−+

4
. Преобразуем уравнение  

uvx
x

v
vuvu =








−+

4
                               (29) 

и находим v : 
4ln4ln40

4
xvxv

x

dx

v

dv

x

v
v ====− . 

Подставляя 
4xv =  в уравнение (29), получаем  

( ) .ln
4

1
ln2

,

2

24

CxuCxu

C
x

dx

u

du

x

dx

u

du
xux

dx

du
x

+=+=

+===  
 

Подставляя найденные значения u  и v , в vuy = , получим об-

щее решение данного уравнения: ( ) .ln
4

1 24 Cxxy +=  

Найдем теперь решение, удовлетворяющее начальному 

условию ( ) 11 =y . Подставляя в общее решение х = 1, у = 1, полу-

чим 2=C . Таким образом, решение данного уравнения, удовле-

творяющее начальным условиям ( ) 11 =y , имеет вид:  

( ) .2ln
4

1 24 += xxy  

 

Задачи для самостоятельного решения: 

Найти общее решение или решение, удовлетворяющее за-

данным начальным условиям: 

72. xyctgxy sin=− ; 

73. 
xeyy =− ; 
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74. ( ) ;11,322 =−−=− yxy
dx

dy
x   

75.
x

ytgxy
cos

1
=+ ; 

76. ;2x
x

y
y =+  

77. ;2 xxyy =+  

78.   xytgxy cos=− ; 

79.    ;4 2xeyy =−  

80.  ;1
1 2

=
−

+ y
x

x
y  

81.   ;
cos

2

x

x
ytgxy =−  

82. ( ) ;01,
12

==
+

− yxy
x

x
y  

83. 
( )

( ) ;10,0
14

==
+

++ y
y

xx
yy  

84. ;22 4xyyx =−  

85. ;secxytgxy =+  

86. ( ) ;0=−+ xdydxexy x  

87. ;1322 =+ xyyyx  

88. ( ) ;sin2cos ydyyxydx +=  

89. ;42 yx
x

y
y =+  

90. ;ln yyyxy +=  

91. .
2

lncos
sin

2 x
tg

x

y
y =−  



 

31 
 

 

§4.  Уравнения в полных дифференциалах. 

Интегрирующий  множитель. 
 

 

4.1.  Уравнение в полных дифференциалах 

 

Уравнение вида:   

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM                             (30) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если его ле-

вая часть является полным дифференциалом некоторой функ-

ции ( )yxF , , то есть 
x

N

y

M









. 

Чтобы решить уравнение (30), надо найти функцию 
( )yxF , ,полный дифференциал которой равен левой части урав-

нения (30):  ( ) dyFdxFyxdF yx
+=, . 

Тогда общее решение уравнения (30) можно написать в виде 

( ) CyxF =, , где С - произвольная постоянная.  

 

Пример 1. Решить уравнение  

( ) ( ) 0332 232 =−++ dyyxdxyxx                       (31) 

Решение.  Найдем частные производные 
y

M




 и 

x

N




: 

( ) ( )
.3

3
;3

32 2
23

2
2

x
x

yx
x

y

yxx
=



−
=



+
 

Так как 
x

N

y

M




=




,  то уравнение (31) является уравнением в 

полных дифференциалах. Найдем ( )yxF , : 
232 3;32 yxFyxxF yx −=+= .                     (32) 

Интегрируем по х первое из уравнений (32), считая у посто-

янным, вместо постоянной интегрирования подставим ( )y - не-

известную функцию от у: 

( ) ( ) ( )yyxxdxyxxyxF ++=+= 
32232, . 

Далее найдем yF  и подставим во второе уравнение (32) 

( ) ( ) constyyyyyxFy +−=−=−= 3223 ,3,3  . 
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Следовательно, ( ) ,, 332 yyxxyxF −+=  и общее решение имеет 

вид: .332 Сyyxx =−+  

 

 

4.2 Интегрирующий множитель 

 

Интегрирующим множителем для уравнения 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM                                  (33) 

называется такая функция ( ) 0, yxm , после умножения на кото-

рую уравнение (33) превращается в уравнение в полных диффе-

ренциалах. Интегрирующий множитель существует, если функ-

ции М(х,у), N(x,y) имеют непрерывные частные производные и 

не обращаются в нуль одновременно. Но общего метода для его 

нахождения нет. Для решения некоторых уравнений можно 

применить метод выделения полных дифференциалов, исполь-

зуя формулы: 

( ) ( ) ;ln;;2;
2

2

y

dy
yd

y

xdyydx

y

x
dydydyydxxdyxyd =

−
=








=+=  и т.д. 

 

Пример 2. Решить уравнение ( ) .04 2 =+− dyxyxydx                               

Решение. Сначала выделяем группу членов, представляю-

щую собой полный дифференциал  .02 =







−=−

x

y
dxxdyydx  

Тогда делим уравнение на 2x− , получим  

( ) .02;04 2 =+







=+








yd

x

y
dydy

x

y
d  

Это уравнение в полных дифференциалах. Интегрируя, по-

лучим .2 2 Cy
x

y
=+  

 

Задачи для самостоятельного решения: 

Проверить, что данные уравнения являются уравнениями в 

полных дифференциалах, и решить их: 

92.  ( ) ;02 22 =−− dyyxxydx  

93.  ( ) ( ) ;06492 322 =−+− dyxydxxy   

94.   ( ) ;02 =+− −− dyxeydxe yy  
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95.   ( ) ;0ln3 =+− dyxydx
x

y
 

96.   ;0
523

3

3

2

22

=
+

−
+

dy
y

yx
dx

y

yx
 

97.   ( ) ( ) ;012 222 =−−+ dyyxdxyxx  

98.   ( ) ;0cos22sin1 22 =−+ xdyydxxy  

99.    ( ) ;02ln13
3

2 =







−=+ dy

y

x
ydxyx  

100.  ( ) ;332 =+− dyxxydxy  

101.   ( ) .02 =−+ dyyedxy x
 

Разные уравнения первого порядка: 

102. ;02 =−++ yxyxyx  

103. ( ) ;02 2 =+− xdydxyxy   

104. ;2 yxyyy +=−  

105. ( ) ;22
yxyyx =+  

106. ( ) ;ln2ln2 yyxyyy +=+  

107. ;32 yxyyx =−  

108. ;
1

2yx
y

−
=  

109. ;
2

yy

y
x =


−  

110. ( ) ;1
2

=+ yyx  

111. .0732 223 =++ yxyyx  
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§5. Дифференциальные уравнения второго порядка. 

Уравнения, допускающие понижение порядка 

 
Среди уравнений второго порядка имеются такие типы 

уравнений, которые могут быть сведены к дифференциальным 

уравнениям первого  порядка. Рассмотрим некоторые из таких 

типов уравнений. 

 

 

5.1. Уравнения, не содержащие y  в явном виде 

 

Уравнение вида ( )yxfy = ,  явно не содержит у. Обозначим 

py = . Тогда py = . Подставив это в уравнение, получим  

( )pxfp ,= .Получили дифференциальное уравнение первого по-

рядка. Его общий интеграл имеет вид:  ( ) 21, CdxCxpy +=  ; где 

1C , 2C -  произвольные постоянные. 

 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального урав-

нения  ( ) .21 2 =++ yxyx  

Решение. Данное дифференциальное уравнение не содер-

жит у. Поэтому для его решения положим  py = . Тогда py = . 

Подставим в дифференциальное уравнение ( ) .21 2 =++ xppx  От-

носительно новой неизвестной функции p  получили линейное 

уравнение. Решение этого уравнения ищем в виде 
,uvp = vuvup += . Подставляя в уравнение р и р' и преобразуя 

это уравнение, получим: ( ) ( )  .211 22 =++++ uxvvxvux  Далее нахо-

дим v : ( ) 01 2 =++ xvvx . Решаем это уравнение: 

( )

.
1

1
1ln

2

1
ln

1

1

2

1

1

2

2

2

2

2

x
vxv

x

xd

v

dv

x

xdx

v

dv

+
=+−=


+

+
−=

+
−= 

 

Далее находим :u   

.1ln2

1
2,

1

2
21

1

2

122

2

Cxxu

C
x

dx
u

x

dx
duux

+++=

+
+

=
+

==+ 
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Теперь находим p :
21

2

1

1
1ln2

x
Cxxp

+



 +++= . Находим y : 

.1ln1ln

1
1ln1ln2

1
1ln2

2

2

1

22

221

2

1

2

221

2

CxxCxx

C
x

dx
CxxdCxx

C
x

dx
Cxxy

++++++=

=+
+

+




 ++





 +++=

=+
+



 +++=

 



 

Таким образом, общее решение уравнения, имеет вид: 

2

2

1

22 1ln1ln CxxCxxy ++++++= . 

 

 

5.2.  Уравнения, не содержащие x  в явном виде 

 

Уравнение вида ( )yxfy = ,  явно не содержит x . Положим 

( )ypy = , где ( )yp  - новая неизвестная функция. Найдем у". По 

правилу дифференцирования сложной функции имеем 

.
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd
y ===


=  

Подставляя выражения для yy ,  в данное уравнение, полу-

чим ( )pyf
dy

dp
p ,= . Относительно p получили дифференциальное 

уравнение первого порядка. Пусть нашли его общее решение 
( ),, 1Cypp =  где 1C  - произвольная постоянная. Так как ,yp =  то 

( )1,Cypy =  - это уравнение с разделяющимися переменными. 

Общий интеграл данного уравнения:  

( ) ( )
.

,,
2

11

C
Cyp

dy
x

Cyp

dy
dx +==   

где 2C  - произвольная постоянная.  

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 
2yyy = . 

Решение. Данное уравнение не содержит явно х. Поэтому 

для его решения полагаем py = , тогда 
dy

dp
py = . Подставляем в 

уравнение ( )02 == pp
dy

dp
yp

dy

dp
yp - уравнение с разделяющи-
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мися переменными. 

.lnlnlnln 11 CypC
y

dy

p

dp

y

dy

p

dp
+=+==   

Потенцируя обе части этого равенства, получаем yCp 1= . Далее,  

.lnln

ln

1

221

2111

xC
eCyCxCy

CdxC
y

dy
dxC

y

dy
yCy

=+=

+=== 
 

Итак, 
xC

eCy 1

2=  - общее решение. 

 

 

5.3.  Уравнения, разрешенные относительно  

второй производной 

 

Дифференциальное уравнение, разрешенное относительно 

второй производной, имеет вид ( ).xfy =  Обозначим py = , то-

гда py =  и уравнение принимает вид ( )xfp =  - уравнение пер-

вого порядка с разделяющимися переменными. Решая, имеем:  

( ) ( ) ( ) .1 +=== Cdxxfpdxxfdpxf
dx

dp
                               

Далее вместо p подставляем 
dx

dy
y = , и находим общее реше-

ние: 
( ) ( )( )

( )( ) .

,

21

11

 



++=

+=+=

CxCdxdxxfy

dxCdxxfdyCdxxf
dx

dy

 

 

Пример 3. Решить уравнение .2xy =  

Решение. Обозначим py = , тогда py = . Подставляем в 

уравнение  

−++=++=









+=+=

+====

 21

4

21

3

1

3

1

3

1

3
222

12
,

3

,
3

,
3

,
3

CxC
x

yCdxCdx
x

y

dxC
x

dyC
x

dx

dy

C
x

pdxxdpx
dx

dp
xp

 

- общее решение. 
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Задачи для самостоятельного решения: 

Решить уравнения: 

112. ( ) ;0723 =++ yyx  

113. ( ) ;011 22 =+++ yyx   

114. ;013 =+yy  

115. ;22 yyyyy =−  

116. ( ) ( ) ;20,10; === yyyy  

117. ( ) ( ) ;11,11; ===+ yyxyyx  

118. ;12 2 += yyy  

119. ( ) ( ) ;10,10;0222 ===−+ yyyyyy  

120. ;
1

2
2y

yx


−=  

121.  ( ) ( ) ( ) .20,10;11 ==+=+ yyyyx  
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§6.  Линейные дифференциальные уравнения 
n  - го порядка. 

 

6.1.  Основные определения 

 

Определение 1. Линейным дифференциальным уравнением 
n  - го  порядка называется уравнение вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),... 1

2

2

1

1 xfyxayxayxayxay nn

nnn =+++++ −

−−
     (34) 

где ( )xa1 , ( )xa2 ,…, ( ) ( )xfxan ,   - функции, заданные на некотором  

интервале. 

Если ( ) 0xf , то уравнение называется линейным однород-

ным дифференциальным уравнением n - го порядка; если 

( ) 0xf , то линейным неоднородным уравнением. 

Общее решение уравнения (34) имеет вид 
+= yyy , где y  - 

общее решение соответствующего однородного уравнения, 
y - 

частное (какое-нибудь) решение неоднородного дифференци-

ального уравнения. 

Если общее решение однородного уравнения ( )xy  найдено, 

то частное решение может быть найдено методом вариации 

произвольных постоянных:  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) nn

nn

yxcyxcyxcxy

ycycycxy

+++=

+++=

 ...

,...

2211

2211
                               (35) 

Функции ( )xci   определяются из системы:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )













=+++

=+++

=+++
=+++

−−−

−−−

.0...

,0...

..................................

,0...

,0...

11

22

1

11

22

22

2

11

2211

2211

n

nn

nn

n

nn

nn

nn

nn

ycycyc

ycycyc

ycycyc

ycycyc

                                  (36) 
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6.2. Линейные однородные уравнения с постоянными  

коэффициентами 

 

Чтобы решить линейное однородное уравнение с постоян-

ными коэффициентами 
( ) ( ) ,0... 1

1

10 =++++ −

− yayayaya nn

nn
                                (37) 

надо составить характеристическое уравнение 

,0... 1

1

10 =++++ −

−

nn

nn aaaa                                      (38) 

и найти его корни .,...,, 21 n  Общее решение уравнения (37) 

есть сумма, состоящая из слагаемых вида 
x

i
iec


 для каждого 

простого корня i  уравнения (37) и слагаемых вида 

( ) xk

kmmmm excxcxcc 12

321 ... −

++++ ++++                          (39) 

для каждого кратного корня   уравнения (38). Все ic  - произ-

вольные  постоянные. Коэффициенты уравнения (37) и корни   

могут быть вещественными и комплексными. Если же коэффи-

циенты (37) вещественные, то решение можно тоже записать в 

вещественной форме и в случае комплексных корней . Для 

каждой пары комплексных сопряженных корней  i=  в 

формулу общего решения включаются слагаемые 

xecxec x

m

x

m   sincos 21 ++ + , 

 если эти корни простые, и слагаемые 
( ) ( ) xexQxexP x

k

x

k   sincos 11 −− + , 

если каждый из корней  i+  и  i−  имеет кратность к. Здесь 

многочлены 11 , −− kk QP  степени 1−k , аналогичные многочлену в 

(39), их коэффициенты постоянны. 

 

Пример 1. Решить уравнение ( ) ( ) 032162 =+−− yyyy IVV .  

Решение. Пишем характеристическое уравнение 

032162 45 =+−−  . Разлагая левую часть на множители, нахо-

дим   корни  

( )( ) ( ) ( )( )
.2,2,2,2

,0422,0162

54321

224

ii −==−===

=++−=−−




 

По изложенным выше правилам пишем общее решение 

( ) .2sin2cos 54

2

3

2

21 xcxcecexccy xx ++++= −
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6.3.  Линейные неоднородные уравнения с постоянными ко-

эффициентами 

 

Если правая часть линейного неоднородного уравнения с 

постоянными коэффициентами состоит из сумм и произведений 

функций: ,sin,cos,,...10 xxexbxbb axm

m +++  то частное решение 

неоднородного уравнения можно искать методом неопределен-

ных коэффициентов. 

Для уравнений с правой частью ( ) vx

m exP , частное решение 

имеет вид:                    

( ) vx

m

s exQxy =                                                (40) 

Число 0=s , если v  - не корень характеристического уравнения 

(38), а если v - корень, то s равно кратности этого корня. Чтобы 

найти коэффициенты многочлена ( )xQm , надо решение (40) под-

ставить в дифференциальное уравнение и приравнять коэффи-

циенты при подобных членах в левой и правой частях уравне-

ния. Если коэффициенты левой части уравнения вещественны, 

то для уравнения с правой частью   
( ) ( )( )xxQxxPe x  sincos +                                           (41) 

частное решение ищется в виде ( ) ( )( ),sincos xxTxxRexy mm

xs  +=  

где 0=s , если  i+  не корень характеристического уравнения 

и s равно кратности корня  i+ , а mm TR , - многочлены степени 

m , равной наибольшей из степеней P  и Q . Коэффициенты мно-

гочленов находятся  путем приравнивания их при подобных 

членах правой и левой частей  уравнения.  

 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального урав-

нения xexyyy x sin43 ++=−+ . 

Решение. Найдем  сначала решение  соответствующего  од-

нородного уравнения 043 =−+ yyy . Составляем характеристи-

ческое уравнение и решаем его  

( ) .4,1,0043043 321

223 −====−+=−+   

Общее решение однородного уравнения имеет вид 

.4

321

xx eCeCCy −++=  Частное решение неоднородного уравнения 

будем искать в виде суммы  ++= 321 yyyy  , где 

321 ,, yyy  - частные 

решения соответствующих неоднородных уравнений 



 

41 
 

( )

.sincos,sin43

,,43

,,43

3

2

1

xExDyxyyy

Cxeyeyyy

BAxxyxyyy
xx

+==−+

==−+

+==−+







 

Таким образом, частное решение неоднородного уравнения 

имеет вид 

( ) +++= xCxeBAxxy xExD sincos + . 

Найдем коэффициенты А, В, С, D, E. Для этого вычислим 

производные   yyy ,, , подставим в уравнение и приведем по-

добные члены: 

( ) ( ) ( )

.

,sin

sin35cos535468

,cossin3

,sincos22

,cossin2

xex

xEDxEDCeBAAx

xExDCxeCey

xExDCxeCeAy

xExDCxeCeBAxy

x

x

xx

xx

xx

++=

=−+−−++−+−

−++=

−−++=

+−+++=

 





 













−===−=−=

=−

=−−

=

=−

=−

34

3
,

34

5
,

5

1
,

16

3
,

8

1

,135

,053

,15

,046

18

sin

cos

0

EDCBA

ED

ED

C

BA

A

x

x

e

x

x

x
 

Следовательно, ( ).sin3cos5
34

1

5

1

2

3

8

1
xxxexxy x −++








+−=

 Под-

ставляя y и y , в формулу 
+= yyy , получим общее решение 

данного уравнения:   

( ).sin3cos5
34

1

5

1

2

3

8

14

321 xxxexxeCeCCy xxx −++







+−++= −  

 

Пример 3. Решить уравнение .93 2xyy IV =−  

Решение. Решение y ищем в виде суммы
+= yyy . 

Нахо-

дим ===− 3,003: 4,32,1

24 y .3

4

3

321

xx eCeCxCCy +++= −                                                         

Ищем 
y  в виде ( )CBxAxxy ++= 22 . Находим производные 

 
,24,624

,2612,234, 223234

AyBxAxy

CBxAxyCxBxAxyCxBxAxy

IV =+=

++=++=++=

 



 

и подставляем их в уравнение: .24618369 22 ACBxAxx ++−−=  При-
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равниваем коэффициенты при одинаковых степенях х и нахо-

дим: .1,0,
4

1
,0246,180,369 −==−==+−−=−= CBAACBA  Подставляя 

найденные значения, получаем общее решение уравнения:  

.
4

2
4

3

4

3

321 x
x

eCeCxCCy xx −−+++= −
 

 

Задачи для самостоятельного решения: 

Решить уравнения: 

122. ;1+=− xyyV
 

123. ;sin1023 2 xeyyy x +=+−   

124. ;0=− yy IV  

125. ;61 2 xexyy −−=+  

126. ;23 xeyyy =+−  

127. ;22556 2 −=++ xyyy  

128. ;8396 xexyyy −=+−  

129. ;12 2 +=+ xyy  

130. ;32 2xeyyy −=−+  

131. ( ) ( ) ;20,10, ===+ − yyxeyy x  

132. ( ) ( ) ;10,00,2 ===+− yyeyyy x  

133. ;4386 2xyyy −=+−  

134. ;9 3xeyy =+  

135. ;sin2cos56 xxyyy −=−−  

136. ( ) ( ) ;30,20,cos =−==+ yyxyy  

137. ;cos3 2 xeyy x=−  

138. ;3sin5243 2 xexyyy x ++=−+  

139. ;sin2cos3 xxyy +=+  

140. ;2cos2sin534 xexxyyy ++=+−  

141. .2 2 xxyy −=−  
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